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RESUMO. Para o estudo de Geometria Espacial, no Ensino Médio, sdo necessdrios desenhos de figuras
geométricas em sua tridimensionalidade. Ao desenhd-las, ocorre anamorfose de faces, arestas e vértices. Por
intermédio de fotografias e grades anamorficas, buscou-se, nesta pesquisa, uma conexdo entre Geometria Projetiva e
Geometria Espacial. Neste artigo, relatam-se as experiéncias sob o ponto de vista do professor e dos alunos, sendo
que a composi¢do das imagens necessitou de experimentacdo, andlise e validacdo de resultados. Por meio de uma
sequéncia de atividades, que envolveu técnicas e conceitos de perspectiva e visualizacdo, foi possivel vislumbrar a
anamorfose como uma ferramenta necessdria para auxiliar a aprendizagem de geometria na escola.

ABSTRACT. To study Spatial Geometry, in the High School, it is necessary to make drawings of geometric figures
in a tridimensional way. In this process we have anamorphosis of faces, edges and vertices. Using photographs and a
anamorphic grid, we tried, to study, a connection between projective geometry and spatial geometry. In this paper,
we report the experiences from the point of view of the teacher and the students, using a composition of images
derived of a process of experimentation, analysis and validation of results. Using a sequence of activities involving
techniques and concepts and perspective and viewing, it was possible to discern anamorphosis and its understanding
as a necessary tool to assist the learning of geometries in the school.
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Introducao

O que hd em comum entre o estudo de poliedros no Ensino Médio e uma composicao de arte
urbana de Julian Beever? Essa questdo pode ser respondida com apenas uma palavra:
anamorfose. Num sentido mais amplo, poder-se-ia afirmar: a conexdo de Matemdtica com
Arte.

Para entender o que significa anamorfose e sua relagdo com Matematica e Arte, € necessario
observar e compreender representacdes graficas, ditas semidticas, como as da figura 1, em

que uma composicao de Beever foi fotografada sob dois pontos de vista.
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Figura 1 — Anamorphic illusions drawn - Julian Beever.
(Fonte: http://liz.petree.tripod.com/final/index.html)

Na primeira imagem, o observador consegue ver a tridimensionalidade do desenho,
reconhecendo, por meio de sua forma arredondada, uma aproximagdo com o planeta Terra. Ja
na segunda imagem, o observador, que se encontra num outro ponto de visdo, visualiza o
desenho na sua forma eliptica, como se o formato da Terra estivesse esticado ao chio.

Nesse mesmo sentido, ao visualizar um poliedro, mais precisamente um modelo de
dodecaedro regular confeccionado em acrilico, e registrd-lo em fotografias (figura 2), nelas se
pode observar que, apesar de ser o mesmo poliedro de faces pentagonais, as fotografias o
expdem, sob diferentes angulos de visdo e, consequentemente, suas faces adquirem formatos

diferentes, mas ndo deixam de representar pentagonos.

Figura 2 — Fotografias de dodecaedro regular.
(Fonte: Acervo do autor)

Cabe lembrar que num dodecaedro regular, todas as doze faces possuem arestas e angulos
congruentes, no entanto, ndo é o que se visualiza nas fotografias do dodecaedro, na figura 2,
as faces ndo deixam de ser pentdgonos, mas, se visualizam como ndo regulares.

Assim como as faces do poliedro possuem a mesma forma geométrica (pentdgono regular), o
desenho de Beever, ao longo da calcada, é o mesmo. O que se modifica, nas imagens, é o

angulo da fotografia, nesse caso, o ponto de observagao do fotdgrafo.
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Ou seja, uma composicdo de arte urbana, realizada sobre calcada ou rua, podera ser
reconhecida pelo observador, se seu angulo de visdo for o mesmo do artista que a comp0s. Da
mesma forma, um poliedro poderd ser reconhecido ndo somente pela sua visualizagdo, mas
pelas propriedades geométricas que possui. Entdo, entende-se que o reconhecimento das
propriedades que envolvem uma imagem precisa relacionar o que se visualiza com o que se
sabe sobre ela.

Semelhantemente, ao desenhar poliedros sobre o papel, torna-se necessdria sua observacdo
sob um ponto de vista, pois, no desenho ocorrem distor¢des no contorno das faces desse
objeto e ndo ha como registrar todas as faces com suas reais medidas, incidindo em
anamorfoses. Trata-se de uma representacdo semidtica em perspectiva.

O reconhecimento de uma representacdo grafica e as propriedades das figuras envolvidas,
suas interpretacdoes, emergem do conhecimento que se tem sobre elas, necessitando-se,
portanto, compreender suas linguagens e, nesse caso, em representacdes semidticas,
diferenciar desenho de figura. Para tanto, ao ensinar um contetido, Duval (2009) sugere que
sejam utilizados pelo menos dois registros de representacdo semidtica diferentes, como 0s
dois que estdo representados na figura 3 (representacdo semidtica em perspectiva 3D/2D e

planificagdo de poliedro).

Figura 3 — Registros de representacdo semidtica de pirAmide hexagonal regular: representacdo semidtica em
perspectiva 3D/2D e planificacdo de poliedro.
(Fonte: Acervo do autor)

O reconhecimento de sélidos geométricos e suas planifica¢des por estudantes nem sempre sao
imediatos, principalmente quando se encontram desenhados sobre o papel. Em particular, isso
foi verificado, quando se trabalhou com alunos do Ensino Médio de uma escola publica,
sujeitos desta investigacdo, em andlise realizada por meio de pesquisa diagndstica, 18% dos

estudantes ndo reconheceram o desenho tridimensional de sélidos geométricos com sua
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respectiva planificagdo. Essa comprovagcdo indicou que esses estudantes apresentavam
dificuldades no reconhecimento de figuras geométricas e, consequentemente, poderiam
apresentar dificuldades com as propriedades dessas figuras, podendo comprometer o calculo

de dreas, volumes e outros elementos geométricos no trato com a Geometria Espacial.

Para Duval (2011), o reconhecimento das propriedades de superficies e faces de sélidos
geométricos tanto pode facilitar a compreensdo de um problema matematico como dificulté-
lo, pois os registros de representacdo semiodtica se referem a significados, a concepcoes € a

comunicagdes de ideias mentais (DUVAL, 2003, 2009).

Objetos matematicos, segundo esse autor (2012, p. 268), “ndo estdo diretamente acessiveis a
percepcao ou a experiéncia intuitiva imediata”, como estdo os objetos reais. E preciso saber
representd-los. Duval complementa que “a distingdo entre um objeto e sua representacio €,

[...] um ponto estratégico para a compreensdo da Matematica” (idem, p. 268).

Ha ai um paradoxo: ndo se pode ter compreensdo em Matematica, se ndo houver distin¢ao
entre um objeto e sua representacdo e, a0 mesmo tempo, € por meio (de pelo menos duas)
representacdes semidticas, que se podem compreender objetos matemdticos (DUVAL, 2009,

2012).

Assim, compreende-se que ao fotografar um modelo de sélido geométrico, este fica registrado
sob um ponto de vista. Pode-se, entdo, comparar o objeto real, o modelo tridimensional com o
registro fotografico e compor seu molde, realizando uma construcdo geométrica. A partir
disso, reconhecer e comprovar propriedades das arestas, faces e vértices, bem como visualizar
sua representacdo grafica, a procura dessas propriedades. Estes processos cognitivos
(visualizacdo, construcgdo e raciocinio), quando integrados, segundo Duval (2009), favorecem

0 pensamento matematico.

Afirma ainda esse autor (2009), que apreensdo ou producdo de uma representacdo semiotica é
chamada semidsis e a apreensdo conceitual de um objeto é denominada noésis. E reafirma:
“Nao ha noésis sem semiosis, é a semiosis que determina as condi¢des de possibilidade e do

exercicio da noésis” (idem, p. 17). Isto é, a aprendizagem de um conceito matematico

depende da apreensdo ou producdo de sua representacdo semiotica.

Ou seja, um objeto de estudo da Geometria Espacial - um poliedro - precisa do
reconhecimento de um conteido de Geometria Projetiva - a perspectiva. Todavia, perspectiva

é, também, conteido de Arte, isto €, uma conexao de Matematica e Arte.
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No ensino de Arte, a partir da andlise de uma imagem, pode-se questionar sobre como foi
realizada, em que tempo, lugar e circunstancias, e ainda, realizar uma composi¢cdo semelhante,
baseada nas imagens. Ao realizar tudo isso, se estard realizando uma abordagem triangular
(BARBOSA, 2005), em que a arte € vista ndo somente como expressao, mas como objeto do
conhecimento, como desenvolvimento cultural, cujo ensino exige mais que desenhar, pintar
ou modelar, exige a estimulacdo da alfabetizagdo do olhar. Segundo essa autora, “o
conhecimento em artes se dd na interse¢io da experimentacdo, da decodificacdo e da
informag¢ao” (idem, 2005, p. 32).

No ambito de pesquisas e publicagdes, nas quais as relagdes entre Matemdtica e Arte estio
inseridas, podem-se citar: Joly ( 2002); Barth (2006), Fainguelernt e Nunes (2006); Flores
(2007, 2012); Serenato (2008); Wagner (2012), entre outros. Entretanto, Santos e Teles
(2012) categorizaram dados de sua pesquisa envolvendo simetria, baseando-se em trés
campos de conhecimento — a leitura de imagens, a contextualizacido e o fazer artistico —, e,

corroboram, ao aliar Matemdtica e Arte usando também as concep¢Oes da abordagem

triangular.

Nessa abordagem, ao ler obras de arte, realiza-se andlise de imagem, decodificando-as. Essa
decodificacdo, segundo Barbosa (2005, p. 37), “envolve andlise critica da materialidade da
obra e principios estéticos ou semioldgicos, ou gestalticos ou iconograficos”. A leitura ou
andlise implica em questionamentos, busca de informagdes, intuicdo, descoberta e critica, e
nessa interpretacdo nao ha certo ou errado, mas se deve ter o cuidado de interpretar a obra em

consondancia com seu observador € ndo a obra e seu realizador (RIZZI, 2003).

Assim, agrupando os conteddos bdsicos de Geometria Projetiva e de Geometria Espacial,
aglutinando as teorias de Barbosa e Duval, conectando Matematica e Arte, realizou-se uma
aplicacdo pratica de anamorfose a estudantes do Ensino Médio, buscando responder a
questdo: Como reconhecer as propriedades das superficies e faces de sélidos geométricos
mediante sua representacdo semidtica em perspectiva?

Para tanto, objetivou-se desenhar tridimensionalmente modelos de sélidos geométricos;
fotografar modelos de sélidos geométricos em angulos especificos de visdo e comparar
desenhos e fotografias desses modelos com propriedades de figuras planas e especiais.

No entanto, para realizar esses objetivos, foi necessdrio realizar, conjuntamente com o0s
sujeitos da pesquisa, um estudo sobre anamorfose, voltado a andlise de imagens, a
composi¢ao de fotografias e a compreensdo de perspectiva. Nesse aspecto, foram utilizados os

recursos histdricos, o fazer artistico, bem como o reconhecimento de espagos escolares em
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que os estudantes puderam conhecer anamorfoses e aplici-las no estudo de figuras
geométricas espaciais, bem como, visualizarem o mundo geometricamente, fazendo conexao
da Matematica com imagens fotogréficas.

Neste artigo se apresentam trés secdes: na primeira secdo, apresentam-se 0s aportes tedricos
que fundamentaram o conceito de anamorfose historicamente; na segunda, apontam-se a
anamorfose no ensino de geometria e o plano de trabalho realizado com alunos de Ensino
Médio por meio de uma sequéncia de atividades; na terceira secdo se apresentam os
resultados de uma das atividades, a qual enfocou os desenhos de poliedros e a comparacio

com registros fotograficos e reflexdes a respeito da técnica utilizada.

Anamorfose

O uso da anamorfose vem da China, quando “artistas trabalhavam empiricamente, pintando
ao mesmo tempo em que viam o pincel através do espelho apropriado” (DANHONI NEVES e
SILVA, 2010, p. 55). Para Atalay (2007, p. 173) a anamorfose € uma perspectiva levada ao
extremo, em que “o artista observa seu tema de um ponto de vista absolutamente incomum,
por vezes por um olho magico”. O autor explica a etimologia da palavra, inequivoca, mas
concorda com as duas interpretacdes. A palavra pode ter raizes em ana ‘de novo’ e morphe
‘forma’, ou ainda pode derivar de an ‘auséncia de’, ‘sem’ e morphe, resultando em ‘amorfo’,
‘sem forma’. Ou seja, “o observador precisa ter parte ativa na percepcao da imagem, pois a
imagem certamente se apresenta ‘amorfa’ e o observador precisa olhar ‘de novo’, e ‘de
novo’”.

A obra mais conhecida onde aparece anamorfose se intitula Os Embaixadores de Holbein

(1497-1543) que pode ser observada na figura 4.

Figura 4— Os Embaixadores de Holbein (1655).
(Fonte:http://forum.outerspace.terra.com.br/showthread.php 7t=385917)
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Ao passar pelo quadro e observa-lo de frente, além das duas pessoas em pé e varios objetos
ricamente descritos pelo artista, via-se aos pés dos homens, no chdo, entre eles, uma espécie
de mancha de dificil definicdo. Interagindo com a obra, por meio de uma visdo periférica é
possivel visualizar no quadro em vez de uma mancha, a imagem de um cranio humano
(CUMMING, 1995). O autor cita que “o artista utilizou a anamorfose, uma forma extrema de
perspectiva. E uma técnica descrita pela primeira vez nas anota¢des de Leonardo da Vinci” (p.
39).

Atalay (2007, p. 174) confirma que o primeiro desenho usando anamorfose é de Da Vinci
(1485), aparentemente um desenho pueril (figura 5), colocado discretamente, sem explicagdes

entre paginas de desenhos de um dos manuscritos do pintor.

F

i e y

a b
Figura 5 — Arte anamorfica de Leonardo da Vinci.
(Fonte: Atalay, 2007, p. 175)

Leonardo da Vinci estudou e desenvolveu varias técnicas artisticas e cientificas, Capra (2008)
descreve-as detalhadamente em A Ciéncia de Leonardo da Vinci. Afirma o autor, que
Leonardo demonstrou grande imaginacdo e enormes poderes de observacdo quando
transformou um dodecaedro em um cubo de volume idéntico, realizando apenas quatro passos
ilustrados. E, na sua confianca e destreza, dedicou-se as transformacdes de figuras curvilineas.

Em Capra (2008, p. 213):

Em um interessante exemplo “transicional”, desenha um quadrado com um circulo inscrito e
entdo transforma o quadrado em um paralelogramo, transformando assim o circulo em elipse.
No mesmo fdlio, transforma o quadrado em um retingulo que prolonga o circulo em uma
elipse diferente. Leonardo explica que a relacdo da figura ovale [elipse] com relacdo ao
paralelogramo é a mesma do circulo com relacdo ao quadrado, e afirma que a drea de uma
elipse pode ser facilmente obtida se o circulo equivalente for encontrado.

Leonardo da Vinci, segundo Capra (2008) tentava fazer a quadratura do circulo, problema
classico da Geometria grega - impossivel de realizar com régua e compasso - aproximou-se

grandemente de processos somente reconheciveis no século XVII com o desenvolvimento do

célculo. Mas indicou possiveis rotas a serem utilizadas na configuracdo da anamorfose. A
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transformagdo do quadrado em paralelogramo e o circulo em elipse e a transformacdo do

quadrado em retangulo e o circulo em elipse sdo mostradas na figura 6.
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Figura 6— Anamorfose de uma circunferéncia inscrita num quadrado.
(Fonte: acervo do autor)

Um desenho de Leonardo da Vinci em que supostamente utilizou a anamorfose € Leonardo’s
Eye (o olho de Leonardo), uma pintura de 1485 destacada na figura 7a, que segundo Medeiros
e Flores. (2012) foi a primeira anamorfose obliqua, e, criada por Leonardo da Vinci. Essa
imagem nem sempre € reconhecida quando vista de frente, no entanto, colocando-o em um
certo ponto de vista, consegue-se perceber a pintura de um olho, como se verifica nas figuras

7b e 7c, com suas palpebras e sobrancelhas.

l ﬁ-w "ﬁ‘:&” __“.' i’ " 3 '
-..J..F:-""-‘ - T ﬁ‘im \7 m
———-—‘-—-———-ﬂ"" l.‘- Iﬂ | A
¥ i i “ : L) ,‘-:“ MF T M
— - ; (5 ‘-E.EIT

y @

Figura 7 - Leonardo s Eye (1485).
(Fonte:http://obelogue.blogspot.com/2010/05/o-carteiro-chamar-as-anas-pelos-nomes.html)

Os objetivos dos artistas ao utilizarem a anamorfose eram bem distintos. Entre os séculos XVI
e XVII foram usados para transmitir mensagens pornograficas, politicas, magia e caricaturas,
também para mensagens secretas em periodos de guerra. Atualmente a técnica € usada em

publimetas, arte urbana e sinalizag¢do de transito.
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No transito é comum o motorista se deparar com simbolos ou legendas, sinalizadas no chao a

sua frente e que podem ser lidas naturalmente com o carro em movimento (figura 8).

Figura 8 — Sinalizac@o horizontal Vila Prado, SP.
(Fonte:http://www.saocarlosemrede.com.br/portal/noticias/item/15433-prefeitura-
transito-sinalizacao-sao-carlos?tmpl=component&print=1).

Ao lado da sinalizacdo, poder-se-4 notar que as letras ou desenhos estdo esticados no chao.
Suas dimensdes dependem da velocidade regulamentada em funcdo do tempo de leitura e
reacdo motora pretendida.

A mesma impressdo pode ter um observador de um jogo de futebol transmitido pela TV ao
visualizar a propaganda tridimensional colocada ao lado da trave do gol, como mostra a figura

0.

Figura 9 — Publimeta.
(Fonte: http://www klefer.com.br/produtos/publimetas.html)

Um torcedor que estiver na arquibancada poderd observar a propaganda escrita de forma
distorcida. A propaganda denominada publimeta é realizada num painel pldstico adesivo,

esticado no plano sobre o campo, contendo uma imagem cuja representacdo s6 pode ser
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reconhecida na sua tridimensionalidade sob um ponto de vista, neste caso, o angulo de
captacao da emissora de TV.

Artistas como Julian Beever, Kurt Wenner e Edgar Mueller utilizam a mesma técnica (trompe
[’6eil) para desenhar nas ruas, no plano bidimensional, transformando o espaco plano numa
ilusdo tridimensional. Nessas obras, ao observa-las, € necessdrio estar no mesmo ponto
informado pelo artista, do contrério, a visdo tridimensional ndo serd captada pelos olhos do
observador. A linguagem artistica dessas obras na paisagem urbana usa a anamorfose.
Também a utilizam os gedgrafos, arquitetos, publicitirios e astronomos, com finalidades
distintas, mas baseados na mesma técnica.

O crescimento das aplicagdes da anamorfose em publicidade e comunicacdo pode motivar os
estudantes, que, além de se surpreenderem com os resultados da técnica, oportuniza-os a

entender os processos que envolvem Matematica e Arte.

A anamorfose no ensino de Geometrias

No ensino de Geometrias destacam-se a importancia de transformacdes geométricas que
permitam aos estudantes, desenvolvimento de habilidades de percepcdo espacial e de
visualizacao.

Um exemplo de representacdo grafica em que ao observa-la, ndo se pode ter certeza sobre o

que se apresenta, € o ilustrado na figura 10. O que pode ser visto nela?

Figura 10 - Um cubo num canto ou um cubo com um canto cortado.
(Fonte: Kids Bathroom Book, Optical Illusions, 2003, p. 52)

A resposta adequada é: depende do ponto de vista. Tanto pode ser um cubo escuro em um

canto, quanto um cubo branco com um canto cortado.
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Num desenho, ou seja, numa “constru¢do por linhas” (BARBOSA, 2005, p. 44), de um cubo,
segundo Danhoni Neves e Silva (2010, p. 19) “ndo se pode exatamente localizar a sua face
principal”. Observando a figura 11, a face principal tanto pode ser a destacada em negrito,
como a destacada em linhas pontilhadas. Dependerd da interpretacdo visual de cada

observador.

Figura 11 — Desenho de um cubo.
(Fonte: acervo do autor)

A interpretacdo visual no estudo de Geometria compreende figuras e desenhos. Duval (2011,
p. 91) explica a oposicdo entre os termos desenho e figura. Segundo o autor, “o desenho é a
configuragdo particular” que pode ser mostrada num suporte como papel, quadro negro ou
monitor de computador, enquanto que a figura compreende “propriedades do objeto
representado pelo desenho, ou, ainda, a classe de todos os desenhos que podem ser
representacdes visuais desse objeto”.

Dessa forma, a figura 11 € um desenho, enquanto que o cubo, ou melhor, o hexaedro regular
que esta representado nela € uma figura, pois possui propriedades, arestas de mesma medida e
angulos retos.

Kaleff (2003, p. 16) afirma que, “ao visualizar objetos geométricos, o individuo passa a ter
controle sobre o conjunto das operagdes mentais basicas exigidas no trato com a Geometria”.
E indica que a utilizacdo dos modelos de sélidos geométricos seja em desenhos ou outro
modelo concreto pode auxiliar o aluno a “visualizar, reconhecer e analisar as propriedades
geométricas”.

Os desenhos dos s6lidos geométricos que mostram todas as faces, arestas e vértices deixam
algumas de suas faces em projecdo anamorfica. Embora a estrutura do modelo de sélido
geométrico ndo perca suas propriedades, a projecdo das faces mediante um angulo de
observacao, indicard uma distorcao dos angulos, das medidas das arestas e da forma de faces,

resultando numa anamorfose. O professor sabe disso, mas, segundo Duval (2011, p. 92):
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Nao € o que acontece com os alunos, mesmo apds varios anos de aprendizagem. E preciso ter
tomado consciéncia dos tipos de operacdes figurais e ter adquirido a mobilidade de
focalizacdo dimensional do olhar para reconhecer as multiplas unidades figurais que se
fundem no reconhecimento imediato de qualquer forma 2D. A oposi¢do entre desenho e
figura ignora a complexidade da maneira matemdtica de ver para poder utilizar em um
encaminhamento matemaético o que € dado a ver.

Esse reconhecimento de desenho e figura e sua compreensdao de propriedades passam pelo
processo de desenhd-las e, para isso, € necessario utilizar técnicas como a perspectiva.
Raynaud (2009) indica que o trabalho € realizado por meio de projecdes geométricas, pois a
anamorfose encontrada nos desenhos tridimensionais dos sélidos geométricos é também uma
forma de perspectiva.

Em sendo a perspectiva conteudo comum a Arte e Matemadtica, particularmente, visualiza-se

na conexao dessas duas disciplinas, uma integragdo entre os estudos de Duval (2003) e a

proposta de Barbosa (2005). Tal integracdo pode derivar da aglutinac¢ao entre a visualizagdo, a

construcdo e o raciocinio vindos dos processos cognitivos indicados por Duval (2009), com a
andlise de imagens, o fazer artistico e a contextualizacdo, propostos por Barbosa (2005).

Essa integracao pode vir a auxiliar o ensino de geometria, no que diz respeito a apropriacao de
conhecimentos, ao aprimoramento de técnicas, bem como o respeito a histdria, a cultura e
valores envolvidos. Assim, buscando desenvolver essas capacidades, e enfatizando conceitos
da Geometria Espacial e da Geometria Projetiva, idealizou-se uma aplicagdo pratica de
anamorfose em 90 alunos de trés turmas de 2* série de Ensino Médio, de um colégio da regido
metropolitana de Curitiba/PR.

Para tanto, foram utilizadas, para a realizacdo das atividades, dezoito aulas de Matemdtica do
primeiro semestre de 2012, nas quais a professora regente foi também a pesquisadora. Os
estudantes interagiram em aulas préaticas e tedricas, usando recursos tecnoldgicos e realizando
atividades fora de sala de aula.

As aulas seguiram a sequéncia de atividades destacadas no quadro 1, e os dados emergiram
das observacdes das aulas, como comportamento dos estudantes, relatos e conclusdes orais e
escritas de cada aula trabalhada. Na coleta de dados foram utilizados os seguintes
instrumentos: registros fotograficos, anotacdes em didrio de bordo, realizado somente pela

pesquisadora e, gravacdes em dudio das atividades.
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Atividade Objetivo aulas
Apresentagdo da | Proporcionar uma visdo geométrica do mundo cotidiano por
biografia de “Temple meio da inteligéncia visual espacial da protagonista. 3
Grandin” relatada em
filme
Apresentagdo de uma Perceber ilusdes de otica através do angulo de visdo do
cena do filme de observador.
animagdo “UP Altas
Aventuras”
Mostra de imagens de Fazer analogia entre as imagens utilizadas e as cenas dos
ilusdo de 6tica filmes. 3
Distinguir figura e fundo em imagens, num exercicio de
observacao.
Discutir o angulo de visdo do observador e a forma de
organizacdo das imagens (figura e fundo) na composicdo de
uma fotografia.
Estudo de perspectivas Mostrar que o angulo de visdo e a distdncia dos objetos
visualizados geram anamorfoses nas imagens.
Historico, classificacio Divulgar a histéria e explicar as aplicacdes da anamorfose nos
e aplicacdes da diversos usos contemporaneos. >
anamorfose em obras de
arte, arte urbana,
publimetas e sinalizagio
de transito
Composi¢ao de imagens Manipular recursos tecnolégicos e elaborar imagens
com ilusdo de Otica e anamorficas observando angulos de visdo, distancias entre
perspectiva de espagos figura e fundo.
escolares Observar possiveis pontos de fuga e os conceitos visuais da
perspectiva. 3
Captar ilusdes de 6tica e perspectivas nos ambientes escolares,
registrando em fotografias.
Estudo das imagens Estudar propor¢des em imagens anamorficas. Comparar
fotograficas em relacao medidas de objetos reais com as medidas do mesmo objeto em
a perspectiva e fotografias.
proporgdes métricas
Anamorfose em grades Realizar ~ composicdes  anamoérficas  usando  grades 3
quadriculadas quadriculadas.
esenho e fotografia de psenhar tridimensionalmente modelos de sélidos geométricos.
bdelos de s6lidos jtografar modelos de s6lidos geométricos em angulos especificos
ométricos visdo. 4
mparar desenhos e fotografias de modelos de sdélidos
ométricos.

Quadro 1: Sequéncia de atividades
(Fonte: acervo do autor)

Analogamente, com a realizacdo da sequéncia de atividades estudou-se a historia, analisaram-
se obras de arte e imagens anamorficas, bem como realizou-se composicdes em fotografias,
usando a conexdo Matematica e Arte. A metodologia triangular utilizada em Arte-Educacio

foi parte integrante da organizacio das aulas.
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Desenho e fotografia de modelos de s6lidos geométricos

Para reconhecer as propriedades das superficies e faces de sélidos geométricos mediante sua
representacdo semidtica em perspectiva, foram realizados desenhos de observacdo. Flores
(2007) esclarece que a representacdo em perspectiva, o que hoje parece natural e simples,
derivou de um processo histérico e culturalmente complexo. Segundo essa autora, o
conhecimento sobre a técnica e o desenvolvimento da habilidade de visualizagdo em aulas de

Matemética tem favorecido o ensino de geometria.

Segundo Andrade et al. (2007), atividades de desenho de observacdo estdo diretamente
ligadas a percepcdo e a visdo espacial. Em técnicas de desenho, segundo Wong (2010, p.
237), “¢ pelo olhar humano que o mundo bidimensional ganha significado” e a visualiza¢ao
de um objeto tridimensional quando desenhado, ndo sera completo, o olhar humano “vera
mais determinadas superficies e menos outras”. Entretanto, para Flores e Wagner (2012, p

11):

[...] aquilo que vemos ndo é determinado simplesmente pela configuracdo orginica do olho,
mas que o conjunto olho fisico e olhar, sdo construcdes sociais e culturais que dao forma ao
nosso mundo e determinam o modo pelo qual percebemos e nos relacionamos com ele.

Sendo assim, o olhar que determina a forma do desenho é também determinado pelo modo de
olhar, entdo, para se realizar um desenho de observacao é necessario fixar o objeto e desenhd-
lo conforme a sua visdo sobre ele. Ou seja, ao se desenhar um poliedro, deve-se coloca-lo
sobre uma superficie e posicionar-se, durante a execucdo do desenho, sem sair do seu lugar e
sem mexer o poliedro. Este, ao ser desenhado, deixard algumas faces a mostra, e se for
transparente, sua estrutura de arestas e vértices poderd ser desenhada conforme o angulo de

visdo do observador, gerando anamorfose.

Aos estudantes foram solicitados esbogos e desenhos de observacdao de modelos de sélidos
geométricos de acrilico. Objetivou-se com essa atividade, registrar tridimensionalmente
modelos de sélidos geométricos no papel, desenhando-os anamorficamente. Exemplos dessa

atividade podem ser observados na figura 12.
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Figura 12: Desenhos de observagao.
(Fonte: Acervo do autor)

Ao desenhar o primeiro esbogo visualizando o modelo de sélido a sua frente, um aspecto
relevante na andlise dos esbogos apontou que 60% dos estudantes conseguiram realizar o
desenho ja na primeira vez. Entre os que conseguiram desenhar o poliedro, 80% deles
acharam-no muito dificil de realizar, pois nunca tinham feito esse tipo de atividade antes e
comentaram, também, que copiavam sempre os desenhos do livro ou do quadro, sem usar
modelos tridimensionais, apenas desenhos prontos. Cabe destacar, também, que a apreciacao
dos esbocos pelos estudantes indicou que apenas 10% consideraram um bom resultado em

seus desenhos.

Os estudantes nao sé desenharam o poliedro segundo sua visdo, mas tentaram representd-lo
segundo sua experiéncia visual, muitas vezes baseada em desenhos de poliedros de livros
didaticos, os quais, geralmente 0s mostram, somente por um ponto de vista. Assim, o
reconhecimento de seu desenho como bom ou ruim, passou pela sua prépria constru¢cdo

visual.

Dos desenhos ou esbogos realizados, em 10% deles, segundo os proprios estudantes,
apresentavam bons resultados, 30% dos estudantes consideraram seu esbo¢o ruim; 50%
horrivel e 10% acharam que se aproximaram de um bom resultado, mas ndo o ideal. Quanto a
isso, Flores (2007) percebeu que o modo atual de olhar as representagcdes tridimensionais leva
a problemas com “implicagdes abrangentes e profundas, que colocam a necessidade de
compreender a sua propria formacdo, a formacdo de um modo de olhar e representar que

permitiu a constitui¢dao do saber representar, tal qual ele se apresenta hoje” (idem, p. 40).

Para Flores (2007), a visdo esta enraizada a cultura, ao modo de ver, ao modo de visualizar

sempre em perspectiva, e os relatos dos alunos mostraram isso ao designar um ‘“desenho
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ruim”, “torto”, mas que se aproximava muito do que realmente estava sendo visualizado.
Alguns esbogos podem ser visualizados na figura 13, as letras do alfabeto indicam a ordem de

esbocos que realizaram.
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Figura 13: Esbocos de desenhos de poliedros.
(Fonte: Acervo do autor)

Comentarios como estes foram comuns entre os estudantes: “Achei o desenho facil, mas ndo
ficou bom” (Aluno 11); “Foi dificil de desenhar, ficou bem podre (ruim)” (Aluno 7); “Eu nao
consegui fazer bonito ou certo” (Aluno 32); “O desenho ficou mais ou menos, pois na hora
que eu comecei a fazer o desenho foi um pouco dificil, mas o resultado do desenho ficou

legal” (Aluno 45).

Pode-se observar que os comentérios sdo antagdnicos, os estudantes tanto acharam a atividade
facil quanto dificil. Para eles, se o desenho ficou parecido com sua visdo do modelo de sélido,
entdo o classificaram como um “desenho bom”. No entanto, se ndo ficou parecido, o desenho
foi classificado por eles mesmos como um “desenho ruim”, entre outros termos por eles
empregados. O aluno 32 ficou perguntando se o desenho estava certo, apagou varias vezes,
até que conseguiu, segundo ele proprio, “um desenho legal”, que se aproximava do que ele

considerava bom. Esse desenho pode ser observado na figura 14.
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Figura 14: Esbogos de desenhos de poliedros, aluno 32.
(Fonte: Acervo do autor)

No desenho desse poliedro, considerado “bom” pelo aluno 32, reflete a sua concepgdo sobre
as imagens representadas, a sua educacio do olhar, voltada a representacdo em perspectiva,
enraizada pelo “meio ‘correto’ de representacao” (FLORES, 2007, p. 39). Essa autora aborda
a questdo voltada ao modo de olhar o mundo em perspectiva e, indica uma discussdao
educacional acerca da perspectiva e sua histéria e, de como esta influenciou o modo de
representar em geometria, funcionando como efeito e “suporte para ver as imagens
tridimensionais” (idem, p. 40).

Com o intuito de melhorar os desenhos dos modelos de sélidos, adequando-os a visdo

geométrica dos estudantes, utilizou-se a tecnologia da fotografia para observar os modelos.

Com os esbogos prontos, cada estudante fotografou seu modelo de sélido geométrico,
verificando, comparando a imagem da maquina com o seu desenho. A comparacdo objetivou
a visualizacdo da anamorfose resultante tanto no desenho, quanto no registro fotografico,

como pode ser observado na figura 15.

Figura 15: Comparag@o do desenho com o registro fotografico.
(Fonte: Acervo do autor)
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Perguntou-se aos estudantes se era possivel visualizar que as arestas do poliedro ficaram com
medidas diferentes na fotografia e explicou-se o que ocorre na imagem anamorfica. Assim,
usando fotografias impressas, os estudantes puderam comparar os desenhos, os esbo¢os, com

as imagens das fotos, que captaram a anamorfose de algumas faces, angulos e arestas.

Solicitou-se, também, que ao comparar o esbo¢o com a fotografia, ainda registrada na

maquina fotografica, como pode ser observado um exemplo da atividade na figura 16.

Figura 16: Aluno observando a imagem do modelo de sélido geométrico na lente da maquina fotografica.
(Fonte: Acervo do autor)

Foi solicitado que os estudantes observassem tanto a foto, quanto o poliedro e os
comparassem com o desenho realizado, procurando estabelecer semelhancgas e diferengas
entre as diversas representagdes semidticas do modelo de poliedro. Os relatos da experiéncia
mostraram as comparagdes realizadas: “A imagem na foto parece ser um plano, fica mais
claro na foto” (A75); “Eu acho que a fotografia so atrapalha a cabe¢a da gente e o proprio
objeto pode ser visto e desenhado, porque viramos ele de jeito que achamos mais facil

desenhd-lo” (A37); “Foi mais facil desenhar com a imagem da maquina pois d4 pra ver que a
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imagem fica torta e no objeto ndo da.” (A7) e “A imagem da maquina ajuda, pois a imagem

retrata o desenho e o solido nao” (A77).

Diante da atividade, os estudantes puderam comparar em seus desenhos, os erros e acertos,
pois tanto nas imagens virtuais quanto nas impressas, pode-se enxergar quais linhas estavam
mal tracadas nos esbogos, se as dimensdes do poliedro desenhado deveriam ser aumentadas
ou ndo, e se os angulos precisavam de ajustes. Em alguns esbocos, os estudantes iniciaram
outro desenho, abandonando o anterior, e conseguindo melhores resultados. Ou seja, a
atividade do desenho de observagdo, aliada ao registro fotografico, utilizou o fazer artistico, a

andlise de imagem e o registro semiético, como indicam Barbosa (2005) e Duval (2009).

Mediante as fotografias impressas, os estudantes puderam, entdo, compard-las com os
desenhos e foram desafiados a desenhar poliedros novamente, podendo usar a fotografia ou o

modelo de s6lido como referéncia, como exemplificado pela figura 17.

Figura 17: Atividade envolvendo fotografias impressas e desenhos de modelos de s6lidos geométricos.
(Fonte: Acervo do autor)

Alguns relatos dos estudantes exemplificam as comparagdes realizadas: “Foi mais facil
desenhar com a foto porque a gente ndo se confundia com os vértices” (Aluno 35); “com a
foto foi melhor, porque deu para ter uma visao melhor, fixa” (Aluno 1); Desenhar s6 com o
solido foi melhor, a foto atrapalha para desenhar” (Aluno 86); “Eu acho que desenhar com a
fotografia facilita muito mais do que desenhar olhando para as figuras, a fotografia me ajudou
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a desenhar” (Aluno 19); “Eu acho que foi mais facil com a fotografia, pois a foto mostra bem
aonde os contornos saem e também pois da pra ver melhor” (Aluno 34).

Quanto a essas comparagdes, os relatos dos estudantes mostraram que na comparagdo do
desenho com a foto, 30% deles afirmaram que o esboco estava se aproximando da imagem da
foto, e que poderiam, por meio da foto, arruma-lo e, 70% nas suas concepgdes, conseguiram
arrumar ou melhorar o desenho. Segundo Duval (2011, p. 100), “ndo ¢ suficiente justapor
representacoes de registros diferentes para que os alunos ‘vejam’ as correspondéncias entre as
unidades de sentido matematicamente pertinentes” das representagdes. O autor explica que €
necessario que os registros funcionem em sinergia, em integracao, em esforco coordenado, ou

seja, realizar conversdes de um registro a outro pode levar os estudantes a “uma tomada de

consciéncia do funcionamento representacional proprio de cada registro”(idem, p. 100).

Na comparacdo do desenho com a foto impressa, verificou-se ainda, que 30% dos estudantes
afirmaram que o esbog¢o estava se aproximando da imagem da foto e que poderiam, por meio
dela, arrumar o desenho inicial. Utilizando-se da fotografia impressa, 70% conseguiram
arrumar ou melhorar o desenho. Pode-se observar, nos relatos dos estudantes, mais algumas
opinides quanto ao uso da mdiquina fotografica, das fotografias e da realizagdo do desenho:
“Deu para usar a foto, ficou mais legal, pois pude ver as linhas e onde desenhar’(aluno 65);
“Nao usei a foto, a imagem da méquina ficou melhor, mas precisava colocar ela em algum
lugar fixo, pois cada vez que eu mexia nela, o desenho ficava diferente” (aluno 38); “Nao
gostei nem da méquina, nem da foto, usei s6 o de vidro (modelo em acrilico), e o desenho

ficou bom”(aluno 81).

Ao desenhar, usando como recursos registros fotogrificos e modelos de poliedros,
aproximadamente 20% dos estudantes optaram por usar o modelo em acrilico, ndo se
adaptando a imagem da foto, enquanto que 60% preferiram observar a imagem da fotografia,
para desenhar melhor. Ao todo 12% deles ndo gostaram de usar nem um nem outro recurso,
pois ndo conseguiram desenhar como gostariam.

Pode-se observar na coletinea de desenhos que grande parte dos estudantes conseguiu
desenhar e organizar um esboco, usando a anamorfose. A escolha, a preferéncia de um ou
outro registro de representacdo semidtica para a realizacdo de uma atividade matematica, seja
ela numérica algébrica ou geométrica, depende, segundo Duval (2011), da concepgao

fenomenoldgica do estudante sobre o assunto estudado.

Com as respostas dos estudantes pode-se verificar, também, que eles ndo visualizaram o
modelo de sélido de somente um ponto de vista. A op¢do de usar o modelo estava em

80



ANAMORFOSE NO ENSINO DE GEOMETRIA

visualizé-lo tridimensionalmente, com vérios angulos de visdo, cerca de 15% dos alunos o
giravam para ver detalhes, como exemplificado pelo relato do aluno 56: “Desenhar o solido
foi dificil pois de cada lado que se olha a imagem aparece diferente, e a gente ndo sabe para
onde olhar e o que fazer. Com a foto, ai tinha um desenho s6 para fazer”. Wong (2010)
explica que o desenho, quando realizado sob varios pontos de vista, pode se tornar
tridimensional, pois o desenhista visualiza mentalmente a forma toda e a faz girar

mentalmente, como se ela estivesse em suas maos.

Essa observacdo em sala passou despercebida e pode ter sido uma das razdes dos alunos nao
conseguirem desenhar com o modelo, pois com a fotografia a imagem ficava estdtica, sem
movimento e a visdo se tornava unica, somente sob o angulo da fotografia. Neste caso,
girando o modelo de acrilico, os estudantes realizaram desenhos em que ndo ocorreram
anamorfoses, pois cada face é analisada separadamente. A fotografia realizada num s6 ponto

de vista ndo pode ser comparada ao processo semidtico que eles estavam usando.

Entre os que preferiram usar a fotografia, foram comuns os relatos: “Com a imagem da foto
ficou mais facil pra desenhar, porque compreendo mais as linhas e as reparticdes do desenho”
(Aluno 67); ¢ mais facil ver na fotografia porque quando vemos a imagem, vemos apenas ‘o
lado’ ou uma das partes e ndo tem muitos detalhes que possam atrapalhar” (Aluno 20). Ou
seja, os alunos afirmaram que podiam visualizar e estimar o tamanho das linhas, o lugar do
papel que deveriam colocar os vértices e até onde deveriam desenhar a aresta do poliedro para

aparecer a profundidade da peca, no registro bidimensional. Segundo Duval (2011, p. 119):

Mudar de registro uma representacdo dada ou obtida apds um tratamento muito elementar é o
primeiro gesto do pensamento em matematica. Sem esse gesto que deve ser mais ou menos
automdtico, nenhuma atividade ou encaminhamento matemaético € possivel. Ficamos com o
espirito bloqueado, sem nada reconhecer daquilo que € possivel fazer. E se alguém sugerir a
mudanca de representacdo a fazer e desbloquear a situagdo, a incompreensao permanece. A
questdo essencial fica sem resposta: o que permitiria € 0 que permitird, em outra situacao,
reconhecer a mudanca a realizar? Certamente essas vivéncias negativas sdo esquecidas
rapidamente, mas elas se acumulam inconscientemente no decorrer da escolaridade.

O comentario de Duval relaciona-se diretamente com a afirmacao do estudante 5:“Quanto
mais desenhava, melhor ficava o desenho, optando pelo sélido ou pela fotografia, o
importante foi o treino”. Esta afirmativa poderia mostrar a razdo do trabalho com Geometria,
fazer experiéncias mais vezes, aprofundar seu estudo, de varios angulos, com vérios recursos,
fazendo conexido com outras areas do conhecimento. E, ao estabelecer conexdes entre

conhecimentos matematicos de diversas subdreas especificas, estar-se-4 usando o que Leivas
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(2009) caracteriza como Cultura Matematica Geométrica. Realiza-se assim, conversdes de
registros semidticos de forma automdtica, que em linguagem coloquial pode-se dizer que os

estudantes estariam “treinados” para ler o seu mundo geometricamente e a representa-lo.

Diante do exposto, resume-se que a representacdo de mundo conferem-se determinadas
concepgdes histéricas, culturais e cientificas. Verificou-se na aplicacdo das atividades
voltadas a anamorfose, e baseando-se em Duval (2009), que € o olhar humano que determina
0 que se vé, mas € a mente que visualiza, num exercicio constante de decodificagdes, de
construcdo e desconstrucao de significados, a noésis e a semidsis. E que também, a partir de
Flores (2007), que o olhar estd instaurado sobre a histdria e as técnicas de visualizacdo de

imagens, necessitando, portanto, que se restaurem os modos de ver e representar.

Visualizar e representar, utilizando duas visualizagdes semidticas também foi possivel,
realizando-se esbogos e desenhos de observacdo de modelos de sélidos geométricos de
acrilico. A atividade propiciou que cada aluno posicionasse um modelo de sélido a sua frente,
e desenhasse-o observando o modelo, realcando suas arestas com lapis. Os estudantes
puderam fazer e repetir os esbogos quantas vezes fossem necessdrias e, mais tarde, usando
mais uma visualiza¢do semidtica, ainda compararam com imagens na maquina fotografica e

impressas.

Verificou-se nessa aplicacdo de atividades que a variedade de instrumentos e de
metodologias, em sala de aula, pode propiciar situagdes de aprendizagem interdisciplinares,

mostrando a diversidade das formas de representacdo, para um mesmo contetido estudado.

Consideracoes

A opcao em desenvolver um trabalho conectando Matematica e Arte evidenciou a ligacdo
entre histéria, andlise de imagens e composi¢cdo de fotografias, bem como producdo de
significados, argumentacdo e criacao nas aulas de Matemética. Isso foi possivel, integrando
metodologia triangular da Arte-Educagdo com teoria de registro de representacdes semioticas.
Percebeu-se que os estudantes na sequéncia de atividades puderam usar a criatividade, a
intuicdo e a imaginagdo em visualizagdes geométricas e em representacdes semioticas
(DUVAL, 2011). Assim, visualizac@o e intuicdo, auxiliadas pela imaginagdo e criatividade,
sdo elementos transversais interdisciplinares que, segundo Leivas (2009), devem ser utilizadas

no ensino da Matematica. Ao mesmo tempo, quando se referem a metodologia
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interdisciplinar, Fainguelernt e Nunes (2006) indicam que ao inserir Arte nas aulas de
Matemadtica, estar-se-4 aliando razdo e sensibilidade, usando criatividade, emocao,
sensibilidade, intuicdo e imagina¢do. E, ainda, aceitando a sugestdo de Flores (2007, p. 39),
para “partir de outras formas de saber e de praticas, no caso das artes, pois afinal a
representacdo do espaco e dos objetos no espaco nao se limita 8 matematica”.

Por sua vez, o fato de conectar Geometria Projetiva com Geometria Espacial motivou os
estudantes a visualizarem Geometrias ao seu redor, a entenderem as aplicacdes da anamorfose
e a utilizarem nas aulas de Matemdtica. Ou seja, estimulou a ligacdo entre conceitos
geométricos distintos, configurando Cultura Matematica Geométrica (LEIVAS, 2009).

Ao procurar respostas a questdo: “Como reconhecer as propriedades das superficies e faces de
s6lidos geométricos mediante sua representacdo semidtica em perspectiva?”’ procurou-se, em
uma sequéncia de atividades, associar a visualizacdo da anamorfose aos referenciais
histéricos, analisando imagens e as comparando com modelos tridimensionais.

Ao aplicé-la, pode-se verificar que os alunos pouco conhecem sobre a técnica da perspectiva,
mas que o olhar deles em relacdo a representacdo grafica é dentro da perspectiva. Isso
confirma os estudos de Flores (2007), que reforcam que a constru¢do do olhar humano esta
instaurada historicamente, ha séculos, e, que seus efeitos ainda perduram sobre a cultura, e o
modo de olhar das pessoas na atualidade.

Por fim, cabe dizer que ao aplicar a sequéncia de atividades envolvendo anamorfoses, foi
possivel, como indica Flores (2007), realizar um trabalho interdisciplinar entre Arte e
Matematica de forma articulada, refletindo sobre a propria pratica pedagogica, e explorando
conceitos comuns as duas disciplinas, enfocando visualizacdo e representacdes semioticas,
como indica Duval (2009), buscando compreender o olhar geométrico sobre o ensino da
Matematica.
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